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                       Математическая модель накопления дефектов ДНК 
                         и закономерности смертности людей                                

                                             А.М.Германский

                                      Аннотация 

Предложено математическое описание модели старения биологического организма как результата накопления дефектов ДНК по механизму разветвленной цепной химической реакции. Отказ от ряда допущений, имевших место в прежней редакции математического описания модели, сделал вывод основного уравнения более строгим и лаконичным. Показано, что модель увязывает между собой возрастную зависимость Гомперца смертности людей и известные ранее закономерности взаимосвязи  ее параметров: корреляции Стрелера-Милдвана и Кременцовой-Конрадова. 
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                                           Введение
Представление, что старение биологического организма является результатом накопления дефектов, в том числе и поломок ДНК, имеет глубокие исторические корни. Известно положение [1], что экспоненциальный характер кривых смертности определен аутокаталитическим накоплением повреждений. Аналогичный подход использован в работе, связывающей выживаемость с повреждением хромосом [2]. Близкая, по сути, идея заложена в модели Л.А. Гаврилова [3], которая основана на том, что старение обусловлено “каскадом зависимых отказов”, возникающим в результате нарушения в одной из систем организма. Очевидно, что общим признаком во всех этих случаях является цепной механизм разрушения организма, когда индуцированная интенсивность смертности растет с увеличением числа уже имеющихся дефектов. 
В работе [4] предложено считать, что таким первичным индуцирующим фактором является трансмутационные превращения радиоуглерода-14С, инкорпорированного в ДНК биологического организма. При таком радиоуглеродном механизме старения (РМС) изменений элементного состава на отдельных участках, ДНК, обусловленных радиоактивным распадом 14С→14N, оказывается достаточно, чтобы вызвать определенную цепную реакцию нарушений на всей ее нити, подобно случаю развития разветвленной цепной химической реакции [5]. Далее цепной характер развития нарушений происходит в управлении синтеза белков, и в первую очередь ферментов, поскольку последние контролируют все процессы обмена веществ и энергии. Нарушения на клеточном уровне переходят к нарушениям деятельности, отдельных органов и организма в целом. Если представить, что интенсивность отказов жизненно необходимых функций организма лимитируется скоростью потери генетической информации, то вероятность его гибели вследствие такого цепного процесса будет пропорциональна числу дефектов на уровне ДНК. 
Любые цепные процессы носят экспоненциальный характер и по этому признаку хорошо объясняют закон Гомперца [6]. Однако в едином ключе объяснить другие известные закономерности естественной смертности людей, такие как корреляции Стрелера-Милдвана [7] и Кременцовой-Конрадова [8], стало возможным только с позиций РМС.
В тоже время, большинство допущений, сделанных при выводе основного уравнения РМС [4], при дальнейшем осмыслении представляются излишними. При их обоснованном исключении из вывода появляется возможность представить его более строгим и лаконичным. 

Цель работы – математическое описание цепного характера накопления

дефектов ДНК как причины старения биологических организмов и его апробация на основных закономерностях смертности людей.
                         1 Методика обработки статистических данных смертности 
Параметры общей смертности – R0 и α0 уравнения Гомперца определены в результате аппроксимации экспонентой возрастной зависимости смертности от всех причин в старших возрастных группах, с помощью программы Microsoft Excel.Ink. Полученные значения R0 и α0 позволили вычислить параметры смертности женского населения Дании от естественных причин с помощью уравнений [9]:
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где Rе, (е и - параметры уравнения Гомперца, описывающего возрастную динамику естественной смертности женского населения, соответственно; R0(ж),  (0(ж) – параметры уравнения Гомперца, описывающего возрастную динамику общей смертности женского населения (рассчитаны по статистическим данным показателей общей смертности женского населения в возрасте от 60 до 85 лет), соответственно; (1+0,015); (1-0,0005) – коэффициенты, учитывающие смещение средних значений (систематическая погрешность); 0,0103 – коэффициенты, учитывающие ширину доверительного интервала при доверительной вероятности, равной 0,95 (случайная погрешность). 
В качестве исходных данных использована статистика, опубликованная на The Human Mortality Database [10], а именно, база данных по общей смертности женского населения Дании (q0) от 60 до 85 лет с шагом в 1 год.
При корреляционном анализе оценка значимости уравнений линейной регрессии и отдельных его параметров дана с помощью F-критерия Фишера [11].  Доверительный интервал для коэффициентов регрессии определен по величине стандартной ошибки и значению t-критерия Стьюдента. 
                                2 Основные положения модели 

2.1 Вероятность естественной смерти пропорциональна числу специфических дефектов, возникающих на уровне ДНК. Специфика таких дефектов в отличие от любых других повреждений заключается в том, что при их возникновении клетка продолжает устойчиво работать, используя в своей репарационной и ферментативной деятельности гены с искаженной информацией. В рамках модели предложено считать такой режим работы клетки основной причиной изменений в организме в целом, происходящих при старении. В дальнейшем описании модели такие нарушения обозначены как S-дефекты (от латинского senescentia – старение). 
2.2 S-дефекты, возникающие в нитях ДНК, подразделены на первичные и вторичные.
2.2.1 К категории первичных повреждений отнесены S-дефекты, вызванные непосредственно действием того или иного S-агента (обозначение по той же логике – от латинского senescentia), проникающего в клетку из вне.
2.2.3 Вторичные повреждения генетического кода являются следствием пролиферации и деятельности клеточной системы репарации, когда при репликации используется поврежденный S-дефектами участок нити родительской ДНК, служащей матрицей для синтеза комплементарной дочерней цепи. 
2.3 При кинетическом описании развития такого рода повреждений раздельно представлены скорости возникновения и развития первичных и вторичных S-дефектов с учетом скорости их репарации, которая, в свою очередь, зависит от реакции активирования в клетке адаптивного ответа. С целью пояснения этого положения в качестве примера адаптивного ответа, как такового, можно привести радиационное действие ионизирующего излучения в области малых доз. Согласно концепции гормезиса [12], такое действие в области предела, ограничивающего диапазон малых доз, линейно связано с мощностью хронического облучения. 

2.4 В дальнейшем, при апробации модели, в качестве S- агента, генерирующего S-дефекты, можно рассматривать различные варианты: это могут быть активные формы кислорода, либо инкорпорированный в структуру ДНК радиоактивный углерод-14С, либо другое, вытекающее из гипотез, объясняющих причину ослабления жизненных функций с возрастом.
          3 Вывод основного уравнения

Согласно положению 2.1, естественную смертность - qe можно выразить формулой: 
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где k – константа естественной смертности людей; n – текущее количество S-дефектов в структуре ДНК.

В свою очередь, скорость развития повреждений (dn/dt) будет определяться суммой скорости индукции первичных S-дефектов и скорости вызванных ими последующих вторичных S-дефектов на нити ДНК за вычетом скорости их репарации: 
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где v – скорость образования первичных S-дефектов в результате действия S-агента; φ – константа скорости разветвления цепей вторичных повреждений; ω – константа скорости репарации S-дефектов.

Скорость образования первичных S-дефектов пропорциональна концентрации – с S-агента на границе с ДНК:
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где η - константа скорости образования первичных S-дефектов.                                                           
Константа скорости репарации S-дефектов, учитывая реакцию адаптивного ответа, представлена следующим образом:                                                                                              
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где ωо – скорость репарации S-дефектов при нулевой концентрации S-агента в клетке; ε - коэффициент адаптивного ответа.

Перед интегрированием представим  выражение (2) как
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Таблица неопределенных интегралов позволяет получить следующее выражение первообразной формулы (5):
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Соответственно, после интегрирования выражения (5) при начальных условиях t = 0 и    nt=0 = n0
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получаем:
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Преобразуя выражение (6) получаем последовательно:
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            (7)
Учитывая цепной механизм повреждений, принято допущение, что скорость развития общего числа S-дефектов много больше скорости возникновения первичных, т.е. (v+n0×(φ–ω)) ×ехр((φ–ω) ×t)>> v. После этого уравнение (7) принимает следующий вид:
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Подставив в формулу (1) выражение (8) и с учетом (3) и (4), получаем основное уравнение зависимости вероятности естественной смертности от возраста и от концентрации S-агента:                                                                                                                                                
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                           4 Апробация модели
4.1 Закон Гомперца 
Обозначив в уравнении (9)                                                      
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                     (10),

а
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приходим к известному закону Гомперца, в виде qe = Rе·exp(αе·t), где Rе·и αе эмпирические параметры экспоненты.
4.2 Корреляция Стрелера-Милдвана 
Выразив концентрацию S-агента (с) из уравнения (11)
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и подставив ее в выражение (10), после преобразований получим
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или, раскрыв скобки,
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Обозначив 
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получим выражение 
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В контексте анализа формула (15) интересна тем, что ей можно успешно аппроксимировать наблюдаемую на практике связь между параметрами Re и αе, подобно тому, как это в свое время было сделано Стрелером и Милдваном, но с помощью двухпараметрической экспоненты. Тогда эта связь - Re = К·exp(-αе/В) получила название корреляции Стрелера-Милдвана.
Возможность использовать для этой цели, как двухпараметрическую экспоненту, так и формулу (15) иллюстрирует рисунок 1. На нем показаны два варианта аппроксимации взаимосвязи параметров Re и αе, полученных при обработке базы данных смертности женского населения Дании за период 1915/1958 годы. 

Видно, что в этом случае достоверность практически не зависит от выбора уравнения аппроксимации – двухпараметрическая экспонента или формула (15). 
Обработка статистики смертности в Дании в другие произвольно выбранные исторические периоды, подтвердила этот вывод. Результаты сведены в таблицу 1.

          4.3 Корреляция Кременцовой–Конрадова
Если модель адекватна фактическому механизму старения, то следует ожидать корреляцию между параметрами А и D, т.к. из уравнений (13) и (14) видно, что
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Результаты проверки модели, с использованием значений параметров А и D, приведенных в таблице 1, иллюстрирует рисунок 2. Из рисунка видна корреляция между этими параметрами, что объективно подтверждает существование зависимости (16). Ранее подобную корреляцию, но между коэффициентами формулы Стрелера-Милдвана была обнаружена Кременцовой и Конрадовым. Используя ту же исходную базу данных смертности, для сравнения на рисунке 3 показана корреляция Кременцовой–Конрадова. 
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                                                                б)

а) корреляция Стрелера-Милдвана;

б) аппроксимация формулой (15) 

Рисунок 1. Взаимосвязь параметров Гомперца периода 1915/1958 г.г.
	
	       Стрелер - Милдван
	             формула (15)

	период, г.г.
	K,** 1/год
	1/B**, год
	r2 *
	A, 1/год
	D, 1/год2
	r2 *

	1835/1853
	17724
	83,6
	0,95
	-165,5
	14,98
	0,91

	1854/1914
	20709
	85,9
	0,97
	-78,1
	7,88
	0,94

	1915/1958
	30905
	90,1
	0,98
	-28,06
	3,22
	0,98

	1959/1977
	302,5
	49,5
	0,97
	-6,5
	0,859
	0,97

	1978/2007
	7329
	82,3
	0,97
	-19,9
	2,187
	0,98


Таблица 1. Параметры корреляции, вычисленные по статистике смертности женского населения Дании 

* достоверность аппроксимации по квадрату коэффициента Пирсона.                                   * * К, В - коэффициенты корреляции Стрелера-Милдвана
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                            Рисунок 2. Взаимосвязь параметров А и D по данным смертности  

                                                           женского населения Дании
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                   Рисунок 3. Корреляция Кременцовой–Конрадова по данным смертности  женского населения Дании

4.4 Проверка неизменности параметров k×n0 и (φ-ωо)-1 на исторической шкале времени

Для проверки постоянства значений k×n0 и (φ-ωо)-1 в период с 1835 по 2007 год рассчитаны параметры А и D формулы (15) на следующих отрезках исторической шкалы времени: 1835/1839, 1836/1840, 1837/1841 и т.д., с шагом в 1 год, вплоть до 2003/2007 г.г. Таким образом,  используя статистику смертности, получено 169 пар значений А и D формулы (15). Установлено, что в этом случае взаимосвязь параметров А и D характеризуется тремя отдельными трендами, относящимися к соответствующим историческим периодам – 1837/1896, 1897/1968 и 1969/2005 г.г., как это показано на рисунке 4. Численные значения выражений k×n0 и (φ-ωо) в указанные периоды с погрешностями их определения при доверительной вероятности 0,95 показаны в таблице 2. Видно, что различие коэффициента k×n0  уравнения (16) для трендов периодов1837/1896 г.г. и 1897/1968 г.г., заведомо превышает коридоры погрешности его определения.  Можно утверждать, что на рубеже 19 и 20 веков произошло многократное снижение параметра k×n0 при относительно незначительном изменении (φ-ωо).
Таблица 2. Численные значения k×n0 и (φ-ωо) в разные исторические периоды
	
	1837/1896 г.г.
	1897/1968 г.г.
	1969/2005 г.г.

	k×n0
	14±1
	3,0±0,5
	2,9±0,2

	φ-ωо
	0,084±0,001
	0,103±0,002
	0,095±0,007


                            5 Обсуждение результатов

Исходя из того, что в предлагаемой модели исходным параметрам придан определенный биологический смысл, численные значения коэффициентов уравнения (16) - k×n0 и (φ-ωо) позволяют интерпретировать следующее. Анализ формулы (10), показывает, что биологический смысл выражения k·n0 это уровень смертности в начальный период жизни, обусловленный наследуемыми S-дефектами в количестве n0, при гипотетическом условии отсутствия S-агента, т.е. с = 0.  В обозначениях уравнения Гомперца для этого случая будет Re = k×n0. В свою очередь из уравнения (11) следует, что при с = 0 другой параметр Гомперца - αе должен быть близок к величине (φ-ωо). В реальности, всегда имеет место действие S-агента (с > 0), следовательно, Re может быть только больше k×n0 а αе - только меньше (φ-ωо) в соответствующие исторические периоды, что, в основном, согласуется с диапазонами варьирования параметров Гомперца на исторической шкале времени (см. рисунок 5).
 В рамках модели обращает на себя внимание, прежде всего, резкое, более чем в 4 раза снижение на рубеже 19 и 20 веков количества наследуемых при рождении S-дефектов (n0). Причину этому явлению следует искать на 60 – 85 лет раньше, т.к. параметры Re и αе определены для старших возрастных групп населения, родившихся после  20 – 40-х годов 19 века.  
                                  6 Заключение
6.1 С минимальными допущениями представлен вывод уравнения зависимости вероятности естественной смертности от возраста и концентрации S-агента, инициирующего старение.

6.2 Апробация показала, что данная модель увязывает между собой закон Гомперца и известные закономерности взаимосвязи параметров естественной смертности людей: корреляции Стрелера-Милдвана и Кременцовой-Конрадова. 
6.3 Обработка с помощью модели статистических данных смертности показала резкое, более чем в 4 раза снижение количества наследуемых при рождении S-дефектов (n0) у женщин, родившихся после 1820 – 1840 годов  в Дании. 
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                                                     б)

 Рисунок 4. Связь между коэффициентами А и D уравнения (15) в разные исторические периоды.

                       а) весь диапазон коэффициентов А и D;
                       б) диапазон коэффициентов А и D в области меньших значенгий.
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Рисунок 5. Историческая динамика параметров Гомперца естественной смертности женского населения Дании 
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